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CPU/GPU 集群上求解偏微分方程的可扩展混合算法
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摘  要  当前世界上排前几位的超级计算机都基于大量CPU和GPU组合的混合架构，它们对某些特殊问题，譬如基于FFT

的图像处理或N体颗粒计算等领域可获得很高的性能。但是对由有限差分（或基于网格的有限元）离散的偏微分方程问

题，于CPU/GPU 集群上获得较好的性能仍然是一种挑战。本文提出并测试一种基于这类集群架构的混合算法。算法的可

扩展性通过区域分解算法实现，而GPU的性能由基于光滑聚集的代数多重网格法获得，避免了在GPU上表现不理想的不完

全分解算法。本文的数值实验采用32 CPU/GPU求解用差分离散后达三千万未知数的偏微分方程。
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Abstract Several of the top ranked supercomputers are based on the hybrid architecture consisting of a large number of 

CPUs and GPUs. High performance has been obtained for problems with special structures, such as FFT-based imaging 

processing or N-body based particle calculations. However, for the class of problems described by partial differential 

equations (PDEs) discretized by finite difference (or other mesh based methods such as finite element) methods, obtaining 

even reasonably good performance on a CPU/GPU cluster is still a challenge. In this paper, we propose and test an hybrid 

algorithm which matches the architecture of the cluster. The scalability of the approach is implemented by a domain 

decomposition method, and the GPU performance is realized by using a smoothed aggregation based algebraic multigrid 

method. Incomplete factorization, which performs beautifully on CPU but poorly on GPU, is completely avoided in the 

approach. Numerical experiments are carried out by using up to 32 CPU/GPUs for solving PDE problems discretized by 

FDM with up to 32 millions unknowns.
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1	 引	 言

  很多工程与科学计算问题可以归纳为求解基于

有限元和有限差分方法离散的偏微分方程问题。在

纯CPU上已有相当多成熟和通用的算法及高性能软件

包，比如可扩展并行计算包PETSc[1]。 

 当前世界上前几位的超级计算机已逐渐转向为由

大量CPU与GPU组成。在某些领域比如快速Fourier变

换[2]快速多极算法[3]等,相比于混合架构，纯CPU计算
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其中xo是给定初始值，M-1
是Schwarz预条件子。 

  记CPU/GPU为一对CPU核和GPU卡的组合，np为这

些组合的数目。首先将计算区域 划分至np个非重叠

子区域，重叠的子区域可由非重叠的子区域向外拓展

δ个网格层次得到，记为 ，由一个

MPI进程分配至一对CPU/GPU。加性Schwarz预条件

子[10]的计算过程如算法2所示，其中 和 分别

是限制算子和插值算子。

 算法	2
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  加性Schwarz预条件子是一种典型的区域分解算

法，多个子区域问题同时进行求解，并且每个子区域

问题可看成一个黑箱操作。首先将子区域矩阵C=Bk

和右端向量d=rk从CPU内存复制至GPU全局存储器，各

GPU获取数据后开始求解，然后将结果向量x=zk从GPU

复制回CPU，这个过程需要同步以保证全局向量已完

全组装完毕。一个MPI进程内CPU内存与GPU全局存储

器之间的数据通过PCI-Express通道传输，多个MPI进

程间通信通过InfiniBand高速交换机互联。图1显示

本文的区域分解算法在一个二维矩形区域上的实现。 

  我们采用基于NVIDIA CUDA实现的光滑聚集多重

网格法(smoothed aggregation:SA-AMG)[11]求解子区

域问题Cx=d。记拓展算子为，可定义相应于粗网格上

的矩阵为Cc=PTCP，考虑迭代法

x x-Py       

其中y由求解以下粗网格问题得到

   

令n=n1为C的维数，并记细网格层上线性方程组Cx=d

已得到不错的加速比。尽管在稠密线性代数方面使用

GPU已得到成效[4]，然而绝大多数的基于稀疏矩阵的

并行求解算法在GPU上表现不佳。这是由于问题的非

结构和非规则特性，特别是预条件迭代算法中大量

使用的不完全分解算法在GPU上没有良好的表现。目

前在GPU上进行稀疏矩阵计算的方面已有一定探索，

比如新版本的PETSc已可支持GPU加速[5]。Rocha等将

Jacobi预条件共轭梯度法应用于求解心电生理学中的

稀疏线性问题[6]。[7]中探讨了更高效的GPU预条件技

术如代数多重网格方法等。 

 为了避免在预条件中使用不完全分解算法，我们

提出并测试一种基于区域分解和代数多重网格的混合

算法。假设有相同个数的CPU核和GPU卡，首先将整体

求解区域划分为多个重叠的子区域，每个子区域映射

至一对CPU核和GPU卡的组合。我们将子区域内的预条

件子计算任务交给GPU卡完成，而将所有其它计算任

务交给CPU核完成。为了发挥GPU的优势，采用基于光

滑聚集的多重网格法进一步将子区域网格衍生构造出

多层更小的粗网格层次，每层的计算由GPU加速效果

明显的操作完成。 

  本文余下内容组织如下：第二部分介绍基于加

性Schwarz预条件技术和子区域多重网格法的混合算

法。第三部分给出本文方法在NVIDIA Tesla S1070集

群上的数值结果。第四部分对全文作总结。

2	 混合算法

  在很多应用领域，对偏微分方程在某计算区域上

进行有限元和有限差分方法离散后得到一个稀疏线性

方程组

Ax=b      (1)

我们考虑是对称正定的情形，比如自伴椭圆问题。目

前在CPU集群上已有一些软件包提供了高效的并行算

法[1][8][9]，但在CPU/GPU集群上的高效算法仍然欠缺。

我们考虑预条件迭代法求解如下方程组

M-1Ax=M-1b                                                                  (2)

其中预条件子M-1
是A-1

的近似。求解该方程组的性能

相当大程度依赖于M-1
的定义和实现，因此我们提出

将所有与M-1
有关的计算分配至GPU，而将所有其它计

算分配至CPU完成，目的使该混合算法在CPU/GPU集群

上所需计算时间最少。 

  对本文的模型问题，采用一种加性Schwarz共轭

梯度法(CG)[8]进行求解，如算法1所示。  
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为C1x=d1。 引入一系列粗网格层

   

其中拓展算子 由一个给定的光滑子 和一个张量

拓展子 乘积得到。

    

 光滑子的一种选择是

    

     

其中 是 的谱半径上界。 

 对每一层上的Cl所涉及的多个自由度集根据连接

强度进行分组，每组选择一个自由度集作为粗网格

层，从而得到张量拓展子 ，具体过程可见[11]。

 SA-AMG算法过程如算法3所示。  

	 算法	3

 

  SA-AMG算法是一种代数多重网格算法，无需显式

知道问题的几何网格信息，通过线性方程组本身即可

构造所需的粗网格层次，尤其适合于子区域问题的黑

箱求解。由于SA-AMG只作为本文预条件子的一部分，

因此并不需要精确求解，在本文的实现中，我们只

对每层作数次(μ)光滑处理(smoothing)，对SA-AMG

作数次( )循环操作。根据数值结果，多次的光滑处

理或多次循环操作可使子区域求解更为精确，从而

使总的迭代数减少，然而可能导致计算时间有所增

加。对每一层上的光滑处理我们采用Jacobi迭代法或

Chebyshev多项式近似光滑，前者的并行特性非常适

合GPU的高密度计算模式，后者的实现依赖于重要的

计算核心稀疏矩阵向量乘运算(SPMV)。

 SA-AMG算法的GPU实现在性能上主要依赖于三种

运算： 及稠密三

角求解 。在编程上将CUDA模型的线程块分配至矩

阵和向量的多个行，合理选择线程块的大小和采用合

适的存储方式是提高SA-AMG算法性能的关键。比如

SPMV，上千个线程同时执行矩阵的多个行中的非零元

加乘运算，并对同一行中的分量规约操作利用CUDA提

供的shared memory进行加速。对稠密三角求解我们

选择MAGMA包的LU求解器[12]。

3	 数值实验

  本文的数值结果于NVIDIA S1070 GPU集群“深

腾7000”上的8个结点计算得到。每个结点由2个4

核2.26 GHz Intel Xeon E5520 CPU处理器和4个

1.3 GHz NVIDIA Tesla C1060 GPU卡组成。结点间由

20 Gb InfiniBand DDR网络互联。GPU编程模型使用

NVIDIA CUDA Toolkit 3.2，并通过参数-arch_sm 13

确保双精度。CPU代码使用O3水平优化。

 记“Iter.”为CG法总迭代次数，“TSolve”为

总计算时间，“TData”为CPU与GPU之间数据复制时

间，“Eff.”为并行效率。

 本文研究Dirichlet边界条件下Poisson方程于区

域 =[0，1]2上的数值解。在一致NXN矩形网格上对微

分方程进行五点差分离散，所得的稀疏方程组是对称

正定的。迭代求解终止条件为相对误差小于10-6。

3.1	 优化参数分析

 首先讨论本文算法的参数并选取最优值，测试

Jacobi或Chebyshev多项式两种光滑算子。表1显示总

迭代次数与总计算时间受Jacobi法迭代次数(sweeps)

或Chebyshev多项式阶数(degree)的影响. MPI进程数

固定为32，网格规模为8193X4097。SA-AMG的循环次

数为1，加性Schwarz预条件子的重叠数(overlap)设

为1。可以观察到总迭代次数随着Jacobi法迭代次数

或Chebyshev多项式阶数的增加而减少，然而，从总

计算时间上考虑，1次Jacobi法迭代即为最优。 

 多次SA-AMG的循环操作可使子区域求解更为精

确，以减少CG法的总迭代次数。表2显示总迭代次数

如何受循环次数的影响。所有的循环都在GPU上完

成，以避免CPU与GPU间多次复制数据。光滑算子采用

图1 CPU/GPU集群上区域分解算法。左端: 二维矩形区域上有重

 叠的子区域划分。右端: 每个子区域由一个MPI进程管理一

 对CPU/GPU

Ωk

GPU: SA

CPU : CG

AS

Ωk on process k
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1次Jacobi迭代，加性Schwarz预条件子的重叠数设为

1。从表中可见，总迭代次数随循环次数增多明显地

减少，而总计算时间当循环次数为3时最少。

	

  接下来选取最优加性Schwarz预条件子的重叠数。

一般情况下大的重叠数可以减少总迭代次数，但将导

致通信时间增多，同时子区域问题规模增大，使得总

计算时间不一定减少。表3显示重叠数大小的影响，

当中光滑算子采用1次Jacobi迭代，SA-AMG循环次数为

3。从表中可以看出，总迭代次数确实随重叠数的增

大而减少，但总计算时间却表现为先增大后减少。 

	

  根据以上实验结果，本文算法的参数最优选

择为：Jacobi法迭代次数Sweeps=1，SA-AMG循环

次数Cycles=3，加性Schwarz预条件子的重叠数

Overlap=1，我们余下数值实验均采用此最优参数

选择。 

3.2	 加速比分析

  表4给出本文算法应用于CPU/GPU混合架构相对于

纯CPU架构的加速比分析。由于混合算法是对局部计

算进行GPU加速，为衡量加速效果，引入以下几个定

义。为加性Schwarz预条件子区域问题CPU计算时间占

总CPU计算时间的比率，反映本文算法中可用GPU加速

的潜力。为理论加速比，为实际加速比，定义为纯

CPU计算时间与CPU/GPU混合计算时间之比。MPI进程

数固定为16。从表中可看出，随着网格规模的增大，

加速比不断增加，达到理论加速比的73%。

表4  CPU/GPU混合算法加速比分析，np=16，时间为秒

3.3	 网格可扩展性分析

  我们测试本文算法的网格可扩展性，即固定MPI

进程数，并不断增加网格规模。作为比较，引入纯

CPU集群表现最优的不完全分解Cholesky算法(ICC)作

为加性Schwarz预条件子区域求解器，其填充级别为

3。数值结果如表5所示，本文混合算法的总计算时间

自网格规模起则少于加性Schwarz-ICC(3)算法。两种

算法的总迭代数均随着网格规模的增大而增加，但本

文混合算法的迭代数增加速度明显慢于加性Schwarz-

ICC(3)算法，体现较好的网格可扩展性。另外根据表

中“TData”的数据，可见CPU与GPU间的数据复制时

间相对于总计算时间非常小。 

表1	Jacobi光滑算子和Chebyshev多项式光滑算子的参数选	
	 优，网格8193X4097，np=32，时间为秒

表2	SA-AMG的循环次数对总迭代次数的影响，网格
	 193X4097，np=32，时间为秒

表3	加性Schwarz预条件子的重叠数对总迭代次数的影响，
	 网格8193X4097，np=32，时间为秒

表5		网格可扩展性分析，np=16，时间为秒

3.4	 弱可扩展性分析

 弱可扩展性分析从4个MPI进程，网格规模开始，

增加进程数目的同时增大网格规模，使得每个处理器

计算规模不变。在不考虑通信开销的理想情况下，总

计算时间应该保持不变。从表6看出，本文混合算法

从总迭代次数，总计算时间和并行效率上要比加性

Schwarz-ICC(3)算法要好，然而两种算法的弱可扩展

性都不够理想。 
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4	 总	 结

  本文提出并测试一种基于CPU/GPU集群求解偏微

分方程的可扩展混合算法。算法的可扩展性通过区

域分解算法实现，而GPU的性能由基于光滑聚集的代

数多重网格法获得，避免了在GPU上表现不理想的不

完全分解算法。我们将预条件子的相关计算分配至

GPU，而将其它所有计算分配至CPU。数值实验表明本

文混合算法从迭代次数、计算时间和可扩展性上要比

现有的纯CPU算法表现要好。今后将推广至更大规模

的CPU/GPU集群及更复杂的偏微分方程模型。
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