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摘  要  针对混合分布模型中各项权值通常依赖于未知或已知参数而造成的模型不确定问题，提出了

一种权值基于 Frobenius 范数的混合分布模型。首先，把多元泊松分布进行截断及均化处理，生成伪多

元泊松分布。其次，根据有限可数混合分布的表达式，分别求解伪多元泊松混合分布的集函数矩阵、

多线性形式的 Pseudo-Boolean 函数矩阵、多线性 Pseudo-Boolean 函数矩阵的 Frobenius 范数，由此得

到新的权值并据此构建多元伪泊松混合分布模型。最后，根据混合分布权值的归一性及非负性证明了

模型的正确性并且通过仿真实验来展示构建模型的整个过程，验证了算术平均的合理性。可为今后研

究混合分布在机器学习领域的应用及算法设计提供理论基础。
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Abstract The weight values in mixture distribution models usually depend on unknown or known 
parameters, which makes the model uncertain. To address this issue, we propose to determine the model 
weights based on Frobenius. Firstly, the multivariate Poisson distribution was truncated and homogenized 
to generate a multivariate Pseudo-Poisson distribution. Secondly, set function matrix of multivariate 
Pseudo-Poisson mixture distribution, multiple linear Pseudo-Boolean function matrix, multiple linear 
Pseudo-Boolean function matrix’s Frobenius norm were solved respectively according to the expression 
for countable mixture distribution. New weights were calculated and in turn a multivariate Pseudo-Poisson 
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1 引  言 

  混合分布模型是一类源于数理统计知识理论

的数学模型，在股票、期货、风险管理、健康

产业、保费厘定、电力工业、生物医疗、地质

勘探等领域中均有广泛的应用[1-11]。在场景识

别[12]、TSP 问题[13]、人脸识别[14]、云计算[15]、

计算机视觉[16]等计算机相关领域内亦有广泛应

用，特别是在机器学习领域。混合分布模型主

要为各类算法的设计提供理论基础，如蜂群算

法[17]、人工鱼群算法[18]、免疫算法[19]、蚁群算

法[20]和遗传算法[21]等。 
  在机器学习中，常用的连续型随机变量的混

合分布及变型有：指数混合分布及其变型[22]、

高斯混合分布及其变型[23]、Gamma 混合分布

及其变型[24]、t 混合分布及其变型[25]等。对于

离散型随机变量的混合分布而言，则通常研究

泊松混合分布(或称混合泊松分布)及其在相关

领域的应用。冯杭和王胜兵[26]利用 EM 算法求

解泊松混合分布模型中的参数向量，并结合算

例指出该算法对初值敏感的缺陷，最终引入智

能优化算法对算例进行改进。该研究使用泰国

北部地区学龄前儿童 1982－1985 年发烧、咳

嗽或两者皆有的患病频次作为算例，用 EM 算
法通过迭代优化估计出该泊松混合分布的权值

(该文称之“权重”)。罗修辉等[27]运用 EM 算
法对一种新的系统寿命分布——混合指数 -泊

松分布进行参数估计，并通过随机模拟，验证

了 EM 算法在混合模型参数估计的收敛性和有

效性。该研究对象是混合指数 -泊松分布，通

过  100 个来自指数分布分量的数以及  150 个
来自泊松分布分量的数，使用 EM 算法随机模

拟出分布的权值。虞欢欢[28]为优化金融管理风

险，针对资产组合的相关性结构和组合风险计

算的复杂性两方面做出实证研究，用混合泊松

分布构建资产组合信用风险模型，利用  85 家
上市公司的相关数据估算出泊松混合分布的权

值(该文称之为“系数”)，并对模型进行了说

明。高迎心等 [29]引入了基于变异位点的先验

概率分布模型，运用基于混合泊松分布的期望

最大化(EM)算法对新生突变识别算法进行改

进与优化，研究了有亲缘关系的新生突变的识

别，并在识别精度与运算速度方面与已有算法

进行对比。该研究结果表明，基于混合泊松分

布的期望最大化算法在提高运算速度的同时降

低了假阳性比率，具有良好的识别效果。

  上述研究均存在一个问题，即混合分布的

权值往往依赖于已知或未知的参数，而对未知

参数的估计又需要使用经验数据或仿真模拟。

由于参数估计方法的不同，造成的估计结果也

各有差异，数据的获得往往并非一帆风顺，故

这种参数依赖性的问题给混合分布的研究造成

了障碍。

  为解决混合分布中分量参数依赖性的问题，

mixture distribution model was constructed. Finally, the correctness of the model was proved according 
to the normalization and nonnegativeness of the mixture distribution weights and the entire process of 
building model was demonstrated through simulation experiments. We also verified that arithmetic average 
is reasonable. The proposed model can provide a theoretical basis for applications and algorithm design of 
mixture distribution in machine learning. 

Keywords multivariate Pseudo-Poisson mixture distribution; set function matrices; Pseudo-Boolean function 
matrices; Frobenius norm
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本文基于多元泊松混合分布的一种变型来进行研

究。该混合分布由多元泊松分布经过截断和均化

处理后得到伪多元泊松分布，通过集函数矩阵多

线性形式的 Pseudo-Boolean 函数矩阵及其相应的 
Frobenius 范数得到的权值有限混合而成。该多元

混合分布的权值在满足有效市场假说，即算术平

均合理性的情况下不依赖于任何参数，仅与混合

分布中的分量个数有关。

2 研究步骤

  多元伪泊松混合分布模型的设计按以下 8 个
步骤进行：

  (1)设定范式及约束条件；

  (2)对多元泊松分布进行截断处理；

  (3)在截断处理的基础上，再对其进行均化

处理，得到伪多元泊松分布；

  (4)定义伪多元泊松混合分布的集函数矩阵；

  (5)根据集函数矩阵，写出相应的多线性  
Pseudo-Boolean 函数矩阵；

  (6)根据 Lovász 延拓计算出 Frobenius 范
数，构造新的权值；

  (7)根据新的权值，写出多元伪泊松混合分

布模型的数学表达式；

  (8)根据混合分布权值的归一性及非负性，

证明其数学表达式正确。

3 分布模型的设计

3.1 范式设定及约束条件

  设随机变量 ，PN 为泊松分布

(Poisson)的英文缩写；  为参数。令 之间相

互独立，且 ，可知 是一个由有限可

数的  线性加和组成的多元泊松随机变量，

。令 ，  为

多元泊松(Multivariate Poisson)的英文缩写；

m(i) 为第 i 个多元泊松分布中 的个数，设：

                        (1)
对  ，有  ，  是一个由

独立不同参数的多元泊松分布组成的有限可

数分布簇集，已知  Z i 对   中的任一元素 
 皆有不等的权值 ，使得 l 

个多元泊松随机变量的混合分布模型的范式为：

              
       

(2)

其中，MD 为英文 Multivariate Mixture Distribu-

tion 的缩写； ， ，则称  为

有限可列的多元泊松混合分布。

  泊松分布的取值是无限可列的。但为解决实

际问题，令 ，其中 表示

第 i 个多元泊松随机变量中第 j 个随机分量的第 
个观察值，令 ， 。假设从第 

项开始施行截断和均化处理，原始的多元

泊松分布将变成新的有限分布，即伪多元泊松分

布。则根据以上条件，模型的约束条件为：

  (1) ；

  (2)  是相互独立的；

  (3) ；

  (4) ；

  (5) ；

  (6) 随机变量满足有效市场假说。

3.2 多元泊松分布的截断处理

  多元随机变量  ，Z i 在服从多元泊

松分布的条件下，其取值的个数是无穷多

个。由于现实生活中的局限，很多问题的取

值是有限个，这里需对原始的多元泊松分布 

 进行截断处理。

  截断即设定阈值来限制调查对象的范围，超

过阈值的对象不做调查，但需将其录入总体分布
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中，以保证随机分布的完整性。例如，对收入进

行调查，小于 5 000 元的用实际收入表示，大于 
5 000 元不作调查，但需将其作为全部收入分布

的一部分，这就是截断。

  由于 ，所以先对 Xij 进行截断。设

服从泊松分布的随机变量 Xij 的阈值为 μij，Xij 取

值构成集合  ，

，故将 Xij 的取值 xijk 自第  项以后截

断， 。将第  项以后的各点概率

值 ，  累积到第  项上，此时 
， ，存在一个排序，

有  。设   为随机变量  Xij 

中取值 xijk 的个数，

。假设  ，则  

的概率值为：

                         (3)

，此时泊松随机变量 Xij 的分布

函数为：

      
        (4)

由 于  ， 设  ，

， ，可知：

， 同 时 有

， 。因为 Xij 相

互独立，则：

  

    
       (5)

将公式(4)代入公式(5)，可得：

          

       (6)

其中， ；  且 。

  通过截断处理，可将不可数取值的多元离散

随机变量 ziv 的值限定在一个有限域  内。

但这样的处理会产生一些问题，故对此还需进行

均化处理。

3.3 多元泊松分布的均化处理

  泊松分布的取值遍布自然数域，即取值有无

穷多项，故完成截断处理后的分布在点  处
有一个相对前  个点的概率而言非常巨大

的概率值 ，这会造成概率在某一点处的过度

堆积，以致于  且 ，同时导

致 。为保证随

机变量波动的均匀性，须在截断后对其进行均

化处理。

  均化原本是化学工业上的一个概念，狭义的

均化特指通过采用一定的工艺措施，使物料化学

成分的波动振幅降低，达到物料化学成分均匀一
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致的过程。这种方法多用于化工作业的操作中。

这里的均化是指广义的均化，特指为了防止离散

随机波动过于极端而将极端的概率值进行处理后

均匀(算术平均、几何平均等)分散到其余各点的

行为。在离散条件下，若有 l 个极端概率，则舍

弃这 l 个概率值对应的点，将这 l 个点的概率累

积后再进行均化处理。

  特别注意，对泊松分布而言，其随机变量

取值有无穷多项，从某一项  处进行截断处

理，显然剩余的项依然是无穷多项，且  
是单调非减的，则显然可知 。

  设  为截断处理后随机变

量  中取值  的个数，由于之前采取了截断措

施，故 。将第  项

以后(不包括第  项)的概率累积值  

按算术平均数平均分割成   份，每一份为

，  称为算术均化增量，将

 分别加到前  项的概率值  上，

可得：

  
             

(7)

  设上述分布为伪泊松分布， ，

由  ， 设  ，

， ，  相互独立，根据约束

条件可知：

            (8)

  设均化处理后的离散随机分布为 ，可知 
，为便于行文，本文称  为多元伪泊松

分布。

  截断处理和均化处理的目的是在原有泊松分

布的基础上得到新的分布，即得到新的多元伪泊

松分布。为使图中文字公式清晰便于查阅，本文

更改一下表示符，设 ，生成多元伪

泊松分布的具体操作流程如图 1 所示。 
3.4 有限可列的多元伪泊松混合分布

  由上述章节可知，原始泊松分布经过截断和

均化处理后的分布  称为多元伪泊松分布。假

设  为分布  的簇，针对簇

中任一 ，  使得：

           
             

(9)

其中， ， 。

3.5 多元伪泊松分布的集函数矩阵

  集函数是计算机技术领域内常用的一类函

数，国内外对其也有一定研究[30-35]。离散型随

机变量 ，设 ，  的全体取值为  

，则 。若  为  的任意

子集，则对 ，  使得  为集函数，

，设  且 ，首先求  的集

函数。假设空集的集函数 ，继续定义

其余子集的集函数，设  ，

， ，令：

                    (10)

这里  是对原始泊松分布在点  处

进行截断处理后   项及其以后的概率累

积后的算术平均值，若  ， ，

此时有：

             
                     

(11)

由此可知，随机变量  的集函数为：
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                   (12)

其中， 。对于 ， ，因

为其是多元的，故可用矩阵表示，设 Si 为一个 

 阶的矩阵，矩阵中元素为 ，则：

                 (13)

Si 为多元随机变量 Zi 的集函数矩阵。

图 1 生成多元伪泊松分布的流程图

Fig. 1 Flow chart of multivariate pseudo-poisson distribution generating

泊松分布 均化增量

多元伪泊松分布

伪泊松分布

算数平均过程

截断

C＋ ＝

＋ ＝

A B

＋

＋
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3.6 多线性 Pseudo-Boolean 函数矩阵

  Pseudo-Boolean 函数也是一种计算机技术领

域常用的函数[36-38]，其定义域为 0～1 变量且对应到

实数域上的函数 ，其中， 。设 

，则相应的多线性 Pseudo-Boolean 
函数的表达式为：

        
                     

  (14)

其中，  是  的估计值。根据莫比乌

斯变换可知：

           
                       

(15)

其中，  与  分别代表集合  与其子集  
 中元素的个数；  为指示向量，任意集函

数都可以用其指示向量标记出来。设 ，

，令位置函数为：

                       
(16)

                      
例如，对  其指示向量的表达式为：

                 
                      (17)

由此可求出  的形式。根据定义，任意一个集

函数  都可等价于一个 Pseudo-Boolean

函数 ，即 ，将该等

式代入公式(15)，可得：

            
                      

 (18)

然后将公式(18)代入公式(14)中，可得：

        
                      

(19)

设 ，易证，当  时，  或 
0，显然：

               
                     (20)

若 ，则 ， ，若 ：

            
                     

(21)

由此可知：

     
                           (22)

  根据归纳法，易证明当  时，

0，则：

             
                     (23)

因 ， ， ，显然可得：

                
                    

(24)

  这里使用全集形式，令 ，

，则 。其目的是为了使

多线性 Pseudo-Boolean 函数具有现实意义，即所

有随机变量的取值均在样本空间中出现，同时保

证后续计算 Frobenius 范数的权值有意义。对于 

， ，因其是多元的，故可用矩阵

表示，设 Bi 为一个  阶的矩阵，矩阵中元

素为 ，简记为 ，则：

                  
                       (25)

Bi 称为多元随机变量 Zi 的 Pseudo-Boolean 函数
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矩阵。

3.7 Frobenius 范数

  Frobenius 范数作为范数的一种，在计算机

领域中有很好的运用[39-43]。运用 Frobenius 范数

可得到一个由矩阵中的元素组成的代数式，其定

义为：

                           
                     

 (26)

其中，A 为 m×n 阶矩阵；aij 为矩阵中的元素；

 表示矩阵 A 的 Frobenius 范数。对于矩阵 ，

其 Frobenius 范数的表达式为：

                            
                       

(27)

由此可根据 Frobenius 范数来构造多元伪泊松混

合分布的权值。

3.8 根据 Frobenius 范数构建的权值

  根据公式(27)，可构建由 Frobenius 范数构

成的权值，设一共有 l 个多元伪泊松分布进行混

合，则：

                               
                         (28)

显然， ，由此证明

了权值  具有非负性即归一性，即  

且  。若令  ，则显

然有：

                   
                         (29)

其中， 。根据曼昆提出的有效市场假说[44]可

知，当该理论成立时，混合分布的混合方式是随

机游走的，故没有一种分布在混合分布中所占的

权值是高于其余分布的，所以在有效市场假说的

前提下，权值的大小是相等的，且它是一个与混

合分布中分布的个数成反比的量，即一个算术平

均数。本文将这种满足有效市场假说，权值为算

术平均数的情况称之为算术平均的合理性，此时

权值仅依赖于混合分布中分布的个数，而不依赖

于其他参数。

3.9 基于 Frobenius 范数权值的多元伪泊松混合

   分布模型

  对于 ，一共有 l 个多元伪泊松分布进

行混合，设混合分布为 ，权值为 ，则基

于 Frobenius 范数权值的多元伪泊松混合分布模

型的表达式为：

                       

                    (30)

当  时，有：

                                                   (31)

4 仿真实验

  模型可用来解决软件工程领域的问题，为突

出模型的计算层次以及逻辑推理步骤，本文不会

直接令 ，而是根据计算层次来推导得出

这一结论。另外由于获取现实数据存在难度，本

文通过仿真实验的方式来进行模拟，所有程序均

在 R 中完成编辑和运行。

  某工业园有 A、B、C 三家软件研发企业，

三家企业均在一年内开发了多款软件，每款软件

的开发过程均满足瀑布模型。在开发过程中，每

个阶段(可行性研究、需求分析、需要设计、详

细设计、编码调试、单元测试、集成测试、确

认测试、运行维护、退役)的风险损失次数满足 
，  相互独立，且风险损失次数满
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足 ，即损失超过 4 次以后就需要进行截

断和均化处理，  为参数  的从第 4 项后

开始进行截断和算术均化处理的伪泊松分布。每

个企业一年内软件开发过程全部软件的总风险损

失次数为 ， ，  为多元伪泊松

分布。设三家软件研发企业一年内的混合总风险

损失次数满足伪泊松混合分布 ，

 且 ，假设损失次数满足有效市

场假说，求三家软件研发企业的平均总混合风险

损失次数，相实验关数据如表 1 所示。 
  使用 R 语言进行程序汇编，按照建模的步骤

对基于 Frobenius 范数权值的多元伪泊松混合分

布模型编程，然后代入表 1 中的数据进行仿真运

算，得到结果后将其输出，结果如表 2 所示。

  由实验结果可知，三家企业一年内总共开发

的 377 款软件中，任意一款软件在满足瀑布模型

的开发过程中发生的平均总混合风险损失次数为

6.562 619 次，显然可知 Zmax＝40，Zmix＝0，较小 
4 分位数 ＞6.562 619。
表明工业园内三家企业一年内开发的 377 款软件

产品的平均质量较好，平均可靠性较高，且混合

分布的权值均为 0.333 333 3，满足了有效市场假

说，即间接证明了算术平均的合理性。

5 模型比较与优缺点

  虞欢欢[28]与本文均以泊松混合分布为基础，

且均应用于风险分析领域，但虞欢欢[28]使用混

合泊松模型来代替广泛使用的 Copula 模型对资

产组合的相关性结构和组合风险计算的复杂性两

方面做出实证研究。该研究与本文研究有相近之

处，抛开研究目的不同这一点，两者主要有以下

几点不同：

  (1)权值的构造不同。虞欢欢[28]提出的模型

通过结构模型求出债务人历史违约概率来得到混

合泊松分布模型的权值。该权值通过历史经验数

表 1 仿真实验的相关数据图

Table 1 Data graph of simulation experiment

 

表 2 仿真实验运算输出结果

Table 2 Output of simulation experiment
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据求得，而本文是通过多线性 Pseudo-Boolean 函
数矩阵的 Frobenius 范数构造混合分布的权值，

权值的构造可以使用往期的历史数据，也可以用

当期观察数据，构造的方法并不完全依赖于历史

经验数据。

  (2)模型结构不同。虞欢欢[28]的研究实际是

一种风险分析方法，该方法主要包含信用风险结

构模型、混合泊松模型两个模型。其中，信用风

险结构模型用来构建混合分布模型的权数，因此

虞欢欢[28]的研究方法实际上是两个模型，或者

可认为是一个组合式模型。而本文自始至终只

有一个模型，每一步研究得出的量均是模型的

一部分。

  (3)研究对象不同。虞欢欢[28]主要针对的是

信用资产的风险组合，而本文研究的是一般风

险，并没有特殊的约定，仅在仿真实验中使用软

件工程中软件开发瀑布模型的风险及风险值对模

型进行了实现。

  (4)适用度不同。虞欢欢[28]提出的模型更适

用于研究信用违约造成的风险，针对性强但普适

性稍弱，尤其在缺少违约回收率数据时，使用该

模型进行风险分析的精度会受到影响。而本文研

究的模型可用于所有风险，只要风险满足或近似

满足于多元伪泊松混合分布便可使用模型进行风

险分析，但针对性并不强。

  (5)模型分量不同。虞欢欢[28]模型的分量均

为泊松分布，而本文研究的混合模型中的分量

是伪泊松分布，即经过了截断与均化处理的泊

松分布。

  但是，本文所提模型同样存在不足之处：

  ①模型的计算复杂度较大，映射关系层层叠

加，操作过程中容易产生非系统风险；

  ②约束条件过多，模型的适用范围由此

缩小；

  ③仅考虑各分布线性有限混合的情况，未考

虑无限混合以及非线性情况。

6 总结与未来展望

  多元伪泊松分布模型是一种特殊的混合分布

模型，它能有效解决复杂的统计计算问题，同时

可通过调整混合分布中分布的个数、截断的位

置、随机变量的元数等数值型属性，满足不同人

群解决不同问题的需求。

  未来可继续深入研究这一问题，如将多线性 
Pseudo-Boolean 函数进行 Lovász 延拓，将定义域

从  拓展到 ；或者从减少约束条件、模

型复杂程度的角度上着手，同时可引入更多专业

情景，在符合研究对象所属学科知识的客观条件

下对模型进行改良。
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